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Sowo chaos w jezyku potocznym ma znaczenie duzego nieuporzgdkowania,

zamieszania wrecz. Czesto uzywamy tego stowa takze na okreslenie tego, co byto przed
powstaniem naszego $wiata. Jezeli czego$ (jakiego$ zjawiska) nie potrafimy ogarnac
wzrokiem, czy umystem, najprosciej okresli¢ to zjawisko stowem ,chaos". Jako ze tekst ten ma
omawiac osiggniecia matematyki, zastandwmy sie jak matematyka opisuje chaos oraz jakie
spostrzezenia, doswiadczenia oraz domysty doprowadzity do rozwiniecia sie matematycznej
teorii chaosu [1].

Oznaki wszechobecnego chaosu mozna zauwazy¢ w tak réznych dziedzinach jak
kardiologia, socjologia, ekologia, kosmologia, czy materiatoznawstwo, chociaz najczesciej w
potocznym rozumieniu méwimy o chaosie w kontekscie meteorologii. Gtdwnie dlatego, ze
pogoda i zmagania sie z nig to nasza codzienno$¢, a skala chaosu wystepujacego w
przewidywaniu pogody jest widoczna na co dzien. Natomiast w kosmologii skala jest olbrzymia,
a milion lat to za mato zeby zauwazy¢ chaos w ruchu planet, pojawia sie on dopiero w
~Obserwacjach" prowadzonych na przestrzeni dziesigtek lub setek milionéw lat. W kazdym z
tych przypadkow rdézne sg skale mechanizméw wzmacniajacych, rézne sg takze wartosci
czasOw charakterystycznych tych zjawisk [2]. Czasem charakterystycznym jest okres
potrzebny na dziesieciokrotne powiekszenie odchylenia poczatkowego a uktad jest uktadem
chaotycznym, gdy wzmacniane s mate rdéznice poczatkowe. W przypadku gdy, zgodnie z
naszq intuicjg, duze odchylenia wartosci poczatkowych dajg réwnie duze odchylenia na koncu,
nie doszukujemy sie oznak chaosu.

Rozwdj teorii chaosu to osiggniecie nauki XX wieku. Jest on nierozerwalnie zwigzany z
powszechnym wykorzystaniem komputeréw, ktdére nie tylko sg w stanie wykonywac¢ zmudne
obliczenia, ale takze przedstawia¢ wyniki tych obliczen w postaci graficznej.

Mysl ludzka zawsze dgzyta do poznania kompletnego opisu $wiata i praw nim rzadzacych.
Opis ten miat by¢ na tyle dokfadny, aby nie tylko utatwiat zrozumienie otaczajgcego $wiata ale
takze pozwolit przewidywac niektore zjawiska natury (np. zaémienie stonca). Juz na dtugo
przed poczatkiem naszej ery na podstawie prowadzonych obserwacji i ich matematycznego
zapisu konstruowane byty urzadzenia umozliwiajgce odtwarzanie ruchu planet i chociaz dzisiaj
wiemy, ze konstrukcje te byly btedne to jednak pozwalaty przewidywac pewne wydarzenia z
duza doktadnodciq. Zyjacy woéwczas uczeni i myséliciele interesowali sie chetnie obiektami
kosmicznymi, bo tam szukali potwierdzenia boskiego rodowodu wszechswiata, a co za tym
idzie przyczyny wszystkich rzeczy. Dopiero okoto XVII wieku naszej ery uczeni ,zeszli na
ziemie" i zaczeli badac¢ ziemskie obiekty i prawa ich ruchu, "...rozpoczat sie proces przejscia od
starozytnego mistycyzmu do nowozytnej nauki" [3]. Galileusz odkryt, w jaki sposob wptywa na
spadajace ciato ziemska grawitacja. Mdogt on zaja¢ sie opisem ruchu ciat, bo wykorzystat
wahadto do pomiardéw czasu, w ktéorym ruch ten sie odbywa. Dzieki temu odkryl, ze sila
oddziatujgca na ciatlo powoduje jego przyspieszenie, odczucie ruchu jest wzgledne, energia
catkowita ciata jest stata oraz to ze ciata spadajg z taka sama predkoscig (opdér powietrza
powoduje, ze nasze codzienne obserwacje wskazujg na co$ innego). Osiggniecia Newtona to
rozwazania nad ruchem ciata pod wptywem sumy roéznych sit. W swych badaniach
wykorzystywat on mozliwo$¢ geometrycznego przedstawienia problemu dynamicznego.
Badajgc zmiany ruchu w malych odstepach czasu dat podioze do rozwoju rachunku
rozniczkowego, wykazujac, ze metody rachunku rozniczkowego (rozwiniete potem w znaczacy
sposOb przez Eulera) sg najbardziej odpowiednie do opisu i zrozumienia przyrody. Odkryte
przez siebie trzy prawa ruchu ciat zastosowat do ruchu planet, dzieki czemu uscislit opis tego
ruchu podajac roéwniez wiele nieznanych wczesniej szczegdtow, czesto poprawiajac wyniki
uzyskane przez Keplera. Postulowat mozliwo$s¢ wyznaczenia standéw przysztych na podstawie
informacji o stanie biezagcym za pomoca dobrze okreslonego uktadu réwnan. Taka postawe
filozofia nazywa determinizmem.

Kolejnym z wielkich, ktorego wkifadu w tworzenie istotnej matematyki nie sposdéb
poming¢, byt d'Alembert. Przeprowadzit on ogdélng analize drgajacej struny, przy czym
ograniczyt sie do badania takich drgan, ktérych amplituda jest mata, co pozwolito na
pominiecie cztonéw komplikujacych opis ruchu [4]. Podat rownanie rézniczkowe czastkowe,
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ktore spetniajg drgania struny. Wykazat takze, ze rdéwnanie to jest spetnione przez
superpozycje fal o dowolnym ksztatcie poruszajacych sie w przeciwnych kierunkach. Te
odkrycia zastosowane do fal dzwiekowych w krétkim czasie doprowadzity do rozwoju teorii
akustyki. Réwnolegle zajmowano sie takze dynamikg ptynéw. Euler rozwazajac zaréwno wode,
jak i powietrze opracowat uktad rownan rézniczkowych czastkowych ruchu ptynu bez lepkosci.
Potem matematycy podejmowali sie analizy coraz trudniejszych zagadnien — przeptywu ciepta,
sprezystosci materiatdéw i jako wnioski z tych rozwazan wytaniaty sie réwnania rézniczkowe,
ktore te zjawiska opisuja.

Kazdy, kto zetknat sie z rGwnaniami rézniczkowymi wie, ze mozliwos¢ ich rozwigzania nie
jest oczywista. Mozna poda¢ ich uproszczony podziat na takie, ktéore mozna rozwigza¢ bez
trudu, takie, o ktérych wiemy, ze ich rozwigzanie istnieje, ale nie potrafimy ich rozwigza¢, oraz
takie, ktére nie majg rozwigzania. Obecnie rozwigzan rownan rozniczkowych tego drugiego
typu pomagajg nam szukaé metody numeryczne.

Istotnym wktadem Lagrange'a w rozwoj matematyki byto dokonanie podziatu energii
catkowitej na dwie sktadowe: energii potencjalnej zwigzanej z potozeniem (wysokoscig) oraz
energii kinetycznej zwigzanej z ruchem. Uogdlnit on takze réwnania ruchu, ktoére do tej pory
byly Scisle zwigzane z przyjetym uktadem wspoétrzednych. Zaletg tych uogdlnionych réwnan
byta ich prostota. Natomiast Hamilton stworzyt konstrukcje wigzacg wspoétrzedne uktadu
dynamicznego z pedem tego ukfadu, zwang hamiltonianem ukfadu. Hamiltonian okresla
catkowitg energie uktadu fizycznego [5].

Powyzsze rozwazania dotyczyly uktadow deterministycznych, ale jest wiele zjawisk, ktére
wydajq sie przypadkowe lub sg na tyle ztozone, ze ich opis sitg rzeczy musi by¢ usredniony. O
zachowaniach takich uktadéw madwi nam prawdopodobienstwo i statystyka.

Pierwszy swoje spostrzezenia dotyczace prawdopodobienstwa nabyte podczas gier
hazardowych spisat Cardano. Definicje wartosci prawdopodobienstwa podat Laplace. Liczenie
prawdopodobienstwa mozliwych wynikéw rzutu skonczong iloscig monet utatwit tréjkat Pascala.
W wyniku badania statystycznych wifasnosci ukfadéw doszto do opisu rozktadu normalnego,
ktéry zastosowano z powodzeniem w naukach spotecznych. Méwimy, ze badana cecha ma
rozktad normalny, gdy poszczegdlne jej wartosci skupiajg sie wokot jakies wartosci $redniej.
Maxwell zastosowat metody statystyki matematycznej do tak ztozonego ukfadu, jakim jest gaz,
chociaz podlega on prawom deterministycznym. Potem statystyka rozwineta sie w stochastyke,
co pozwolito na sformutowanie praw, jakimi rzadzi sie przypadek. Proste uktady opisywane byty
rownaniami deterministycznymi, ztozone opisywata stochastyka. Na pewnym etapie te dwie
metody opisu nie miaty ze sobg nic wspdlnego.

Bardzo wszechstronnym matematykiem byt Poincaré. Zajmowat sie na przetomie XIX i XX
wieku wszystkimi znanymi wéwczas dziedzinami matematyki. Jest twércg topologii, zwanej
naukg o ciggtosci. W kregu jego zainteresowan znalazty sie problemy stabilnosci, a takze opis
ruchu trzech ciat, gdzie postulowat mozliwo$¢ istnienia okresowych rozwigzan réwnan tego
ruchu. Opracowat metody badania tej okresowosci. Zastosowat swoje spostrzezenia do modelu
zredukowanego do dwoch ciat i poruszajacego sie w ich polu grawitacyjnym ciata o znacznie
mniejszych rozmiarach w stosunku do pozostatych. Odkryt, ze ruch tego ciata charakteryzuje
sie bardzo skomplikowang dynamika. Bylo to pierwsze $wiadome spotkanie cziowieka z
chaosem, ktory jeszcze wtedy nie zostat nazwany.

Pogoda jest zjawiskiem, ktére obserwowano od dawna, gromadzono te obserwacje, ale
dopiero na poczatku XX wieku zaczeto opisywac je w sposob statystyczny dla celéw naukowych
[6]. Jednym z pierwszych, ktory doszedt do wniosku, ze takie dane mogg postuzy¢ do
formutowania prognoz dtugoterminowych byt Mauchly. Prognozy takie miaty duze znaczenie,
na przyktad dla rolnictwa. Problemem byfa jednak mozliwos$¢ przetworzenia olbrzymiej ilosci
danych obserwacyjnych dla potrzeb prognozowania. Potrzebne bylo urzadzenie, ktére mozna
by bylo =zaprogramowac, ktére wykonywatoby te obliczenia w krétkim czasie oraz
przechowywatoby ich wyniki z mozliwoscig wykorzystania do kolejnych obliczen. Zbudowano
takie urzadzenie na bazie lamp prézniowych [7]. Nazwano je ENIAC, a catg klase tych
urzgdzen — komputer.

Juz jako dziecko obserwacjami pogody zajmowat sie Lorenz. Pracujgc potem w MIT miat
mozliwos¢ korzystania z komputera Royal BcBee. Zaprogramowat swéj komputer tak, aby co
minute otrzymywacé dane. Obserwatoréw zdumiewat fakt, catkowitego braku okresowosci.
Zaden zestaw danych nigdy sie nie powtdrzyt, chociaz niekoniecznie réznice byly duze. Lorenz
symulowat zmienno$¢ pogody w czasie. Zaprogramowane zostaty rdéwnania wyrazajgce
zaleznosci miedzy cisnieniem a temperaturg i predkoscig wiatru. Réwnania te nie byty



rzeczywistym obrazem zjawisk fizycznych a jedynie ich uproszczeniem [8], zachowywaty sie
jednak podobnie do rzeczywistej pogody, pozostawaty nieliniowe i jak sie okazato byty
wystarczajaco trafne, aby uchwyci¢ istote tych zjawisk - duzg wrazliwo$¢ na warunki
poczatkowe. Odkrycie tej wrazliwosci nastgpito, gdy Lorenz chcac skréoci¢ sobie oczekiwanie na
wyniki obliczern dotyczace diuzszego okresu wprowadzit jako wartosci poczatkowe wyniki
posrednie otrzymane podczas jednej z wczesniejszych sesji. Po pewnym czasie od
wystartowania programu Lorenz zauwazyt, ze drukowane wartosci liczbowe nie pokrywaja sie z
tymi z poprzedniej sesji, a prowizoryczne wykresy sie rozchodza. Dopiero po diuzszej analizie
zorientowat sie, ze komputer dokonywat obliczen z doktadnoscig do okreslonej liczby cyfr, ale
Lorenz wprowadzajac otrzymane wyniki jako dane poczatkowe nowych obliczen obcigt je do
mniejszej liczby cyfr [9], zgodnie z warto$ciami zapisanymi na wydrukach. Dla tych
niewielkich rdznic zadziataty mechanizmy wzmacniajace. Lorenz zrozumiatl jednoczesnie,
dlaczego prognozy dtugoterminowe sg skazane na niepowodzenie.

Nalezy w tym miejscu przytoczy¢ fakt braku mozliwosci wykonania doktadnych pomiaréow
wielkosci, ktére majg by¢ danymi wejsciowymi takich symulacji. Gdyby nawet taki pomiar byt
mozliwy to nie miatoby wiekszego sensu, a przede wszystkim nie byloby mozliwe
wprowadzanie takich nieskonczonych (rzeczywistych) wartosci w symulacjach komputerowych.
Komputer bowiem musi kazdg taka liczbe przechowywac. Zwréémy tez uwage na mnozenie
takich dtugich liczb: mnozac dwie liczby o n cyfrach w wyniku uzyskujemy liczbe majaca 2n lub
2n-1 cyfr i to juz w pierwszym kroku obliczen, a to nawet nie jest poczatek symulacji. Nalezy
zatem pomyslec o zaokraglaniu i przytaczaniu kilku zaledwie cyfr znaczacych.

W 1963 roku Lorenz zainteresowat sie zjawiskiem konwekcji i jego opisem
matematycznym przedstawionym przez Salzmana. Z tego opisu wybrat zaledwie trzy rownania
wigzace trzy zmienne. Podobnie jak poprzednio ich cechg byfa wrazliwos¢ na warunki
poczatkowe. Obecnie takg wrazliwos¢ nazywamy efektem motyla: "trzepot skrzydet motyla
na alpejskiej hali wywota prad powietrza, ktdry stanie sie wiatrem, ktory z kolei stanie sie
cyklonem, a ten zatopi statek w zatoce meksykanskiej" [10]. Wnioskiem z tych rozwazan bylo
stwierdzenie, ze kazdy nieokresowy uktad fizyczny jest nieprzewidywalny.

Otrzymane w wyniku rozwigzania réwnan rozniczkowych tréjki liczb méwigce o stanie
uktadu w danej chwili reprezentujg punkty okreslone w przestrzeni tréjwymiarowej, mozna je
przedstawi¢ w postaci graficznej. Taka mozliwos¢ zostata wykorzystana. Otrzymano obraz
trajektorii badanego ukfadu w postaci podwdjnej spirali. Na rysunku mozemy dostrzec, ze
trajektoria owija sie wokot lewego albo prawego ramienia spirali, zmieniajac ramie w
przypadkowy sposob.

Wykres wskazuje na bardzo ciekawg ceche badanego uktadu, jego uwiezienie w pewnym
zakresie wartosci, skupienie sie warto$ci w ramach pewnego obiektu matematycznego
zwanego atraktorem.
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Atraktor przycigga trajektorie, niezaleznie od ich punktu startowego. Kazdy punkt
przestrzeni tréjwymiarowej jest teoretycznie mozliwy do osiggniecia, ale tylko te naturalne
(wystepujace w rzeczywistosci) reprezentowane sg przez atraktor.

Rozwijajaca sie teoria chaosu podwazyta przekonanie, ze proste uktady zachowujgq sie w
sposOb prosty, a skomplikowane w sposdb skomplikowany, dajac wiele przykfadéw obiektéw
prostych (opisywanych matg iloscig réwnan) a zachowujacych sie tak skomplikowanie, Ze ich
stanu nie sposdéb przewidzie¢. Diugi czas nauka nie zajmowata sie takimi przypadkami,
uwazajac je za marginalne. Teraz wiemy, ze stanowig one naszg codziennosc.

Wazniejsze zrédia:
[1E] I. Ekeland — Chaos. Ksigznica, Katowice 1999.
[JG] J. Gleick — Chaos. Zysk [ S-ka, Poznan 1996.
[1IS] I. Stewart — Czy Bog gra w  kosci. PWN, Warszawa 1994,

[MT] M. Tempczyk — Teoria chaosu a filozofia. CiS, Warszawa 1998.
Rysunek zostat wygenerowany przy uzyciu programu Mathematica 5.0.

Przypisy:

[1] Chronologia, ktérg przyjetam pochodzi z [IS], podobna jest zastosowana réowniez
w: Od Newtona do Mandelbrota, D. Stauffer, H.E. Stanley.

[2] Autor [MT] wspomina w swojej ksigzce kilkakrotnie o braku zjawiska chaosu w
ruchu planet, uzasadniajac, ze gdyby miat tu miejsce zycie na Ziemi nie bytoby
mozliwe. Autor [IE] chaos ten nam uswiadamia. Na mozliwos¢ wystepowania zjawiska
chaosu w ruchu planet wskazuje rowniez [IS], mowiac jednoczesnie, ze
zaobserwowanie tego zjawiska w czasie przekracza mozliwosci ludzkosci.

[3] Za: Nowy umyst cesarza, R. Penrose.

[4] Natura jest zbyt skomplikowana, aby mozna byto badac¢ przypadki rzeczywiste.
Zamiast tego rozpatruje sie przypadki graniczne, nie majg one odzwierciedlenia w
rzeczywistosci, ale sg fatwiejsze do zrozumienia. Wyniki tych badan stosuje sie potem
W rzeczywistym opisie przyrody.

[5] Jako ciekawostke warto wspomniec¢, ze rownania Hamiltona sg stuszne dla
dowolnego ukfadu klasycznych réwnan ruchu, sprawdzajg sie w szczegdlnej teorii
wzglednosci, przy pewnych zatozeniach w ogdlnej teorii wzglednosci, oraz stanowiq
punkt wyjscia mechaniki kwantowej.

[6] Ciekawy esej mdwigcy o rozwoju zainteresowania pogodg w meteorologie mozna
znalez¢ w: Matematyka wspotczesna, red. L. A. Steen.

[7] Wiecej o jego konstrukcji i réznych aspektach wykorzystania rowniez jego
nastepcéw mozna przeczyta¢ w [JG], [IS] oraz w: Skojarzenia, J. Burke i Przygody
matematyka, St. M. Ulam.

[8] O tym dlaczego i na jakiej podstawie mozemy dopuszczaé upraszczanie opisu
przyrody w celach badawczych mozna przeczyta¢ w: Chaos w uktadach
deterministycznych, E. Ott.

[9] Nie wszystkie zrodta, do ktérych dotartam, sg zgodne, co do ilosci tych cyfr,
dlatego pomijam tutaj ich doktadne okreslenie. Faktem jest, ze roznice dotyczyty
czesci dziesieciotysiecznych lub mniejszych.

[10] za [IE].

Anna Stota
Publicystka Racjonalisty. Matematyk z wyksztatcenia, pracuje jako administrator SI

Pokaz inne teksty autora

(Publikacja: 25-03-2004 Ostatnia zmiana: 24-08-2004)
Oryginat.. (http://www.racjonalista.pl/kk.php/s,3340)

Contents Copyright © 2000-2008 by Mariusz Agnosiewicz


http://www.racjonalista.pl/kk.php/s,3340
http://www.racjonalista.pl/index.php/s,58/k,128
http://www.racjonalista.pl/index.php/s,44/k,128

Programming Copyright © 2001-2008 Michat Przech

Autorem tej witryny jest Michat Przech, zwany nizej Autorem.
Wiascicielem witryny sq Mariusz Agnosiewicz oraz Autor.

Zadna cze$¢ niniejszych opracowan nie moze byé wykorzystywana w celach
komercyjnych, bez uprzedniej pisemnej zgody Wtasciciela, ktory zastrzega sobie
niniejszym wszelkie prawa, przewidziane
w przepisach szczegdlnych, oraz zgodnie z prawem cywilnym i handlowym,

w szczegolnosci z tytutu praw autorskich, wynalazczych, znakéw towarowych
do tej witryny i jakiejkolwiek ich czesci.

Wszystkie strony tego serwisu, wliczajac w to strukture podkatalogdéw, skrypty
JavaScript oraz inne programy komputerowe, zostaty wytworzone i sq administrowane
przez Autora. Stanowig one wytaczng wtasnos¢ Wiasciciela. Wtasciciel zastrzega sobie

prawo do okresowych modyfikacji zawartosci tej witryny oraz opisu niniejszych Praw
Autorskich bez uprzedniego powiadomienia. Jezeli nie akceptujesz tej polityki mozesz
nie odwiedzac tej witryny i nie korzystac z jej zasobow.

Informacje zawarte na tej witrynie przeznaczone sg do uzytku prywatnego oséb
odwiedzajacych te strony. Mozna je pobieraé, drukowac i przegladac jedynie w celach
informacyjnych, bez czerpania z tego tytutu korzysci finansowych lub pobierania
wynagrodzenia w dowolnej formie. Modyfikacja zawartosci stron oraz skryptow jest
zabroniona. Niniejszym udziela sie zgody na swobodne kopiowanie dokumentéw
serwisu Racjonalista.pl tak w formie elektronicznej, jak i drukowanej, w celach innych
niz handlowe, z zachowaniem tej informacji.

Plik PDF, ktory czytasz, moze by¢ rozpowszechniany jedynie w formie oryginalnej,
w jakiej wystepuje na witrynie. Plik ten nie moze by¢ traktowany jako oficjalna
lub oryginalna wersja tekstu, jaki zawiera.

Tres¢ tego zapisu stosuje sie do wersji zaréwno polsko jak i angielskojezycznych
serwisu pod domenami Racjonalista.pl, TheRationalist.eu.org oraz Neutrum.eu.org.

Wszelkie pytania prosimy kierowac do redakcja@racjonalista.pl

Racjonalista.pl Strona 5z 5


mailto:redakcja@racjonalista.pl

